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HarrMany hat 1960 eine Erweiterung der Hiickelschen Theorie der m-Elektronensysteme
diskutiert. Dieses Verfahren ist bisher nur unter Vernachlissigung aller Uberlappungen formu-
liert worden. Lediglich die Hartmannsche Néherung fiir den Grund- und 1. angeregten Elek-
tronenzustand wurde durch Mitnahme der Uberlappungen zwischen nichsten Nachbarn teil-
weise vervollstéindigt.

In der vorliegenden Arbeit werden die Ursachen dafiir angegeben, daf sich nach der
Hiickelschen Theorie wie nach der Hartmannschen Niherung unter Vernachlissigung aller
Uberlappungen gleiche Ladungsdichten und Bindungsordnungen berechnen. Ferner wird die
Méglichkeit einer Beriicksichtigung aller Uberlappungen in der Hartmannschen Erweiterung
diskutiert und ihr EinfluB auf die charakteristische Funktion untersucht. Dabei wird die Ver-
wendbarkeit besonderer Funktionstypen (GauBfunktionen) betrachtet, mit denen sich be-
stimmte Relationen zur Erhaltung einer charakteristischen Funktion erfiillen lassen.

In 1960 HartmaNN discussed an extension of the Hiickel 7 electron theory. This procedure
thus far has been formulated neglecting all overlap. Only the Hartmann approximation for the
ground and first exited state has partly been generalized by considering overlap between next
neighbours.

In the following the reason is shown for getting the same electron density and bond order
values in both the Hiickel theory and the Hartmann approximation (all overlap neglected).
Further the posgibility of including all overlap in the Hartmann extension is discussed, and
its influence on the characteristic function examined. In this context the use of a special type
of functions (Gaussians) is considered which fulfill certain relations needed to preserve the
characteristic function.

En 1960 Harrmany a discuté une extension de la théorie des électrons z de Hiickel.
Jusqu’a présent les intégrales de recouvrement ont été négligées dans ce procédé; seulement
Papproximation pour ’état fondamental et le premier état excité a été améliorée par inclusion
des recouvrements entre atomes adjacents.

L’article suivant donne les causes du fait que la théorie de Hiickel et le procédé de
Hartmann (tous les recouvrements négligés) donnent les mémes charges atomiques et indices
de liaison. En outre, la possibilité d’inclure, dans le procédé de Hartmann, tous les recouv-
rements est discutée; Ueffet sur la fonction caractéristique est étudié. Des fonctions spéciales
(de Gauss) sont considérées ayant de certaines propriétés qu'il faut pour préserver 'existence
d’une fonction caractéristique.

* Auszug aus einer von einem von uns (G.D,) zur Erlangung des Doktorgrades der
Naturwissenschaftlichen Fakultdt der Johann Wolfgang CGoethe-Universitdt zu Frankfurt
am Main angefertigten Arbeit.

** Anschrift : Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen, Féhringer Ring 6.
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1. Einleitung

HtcreL [10] fihrte 1931 ein Verfahren zur quantenmechanischen Diskussion
des chemischen Verhaltens der m-Elektronensysteme ein. Obwohl die Theorie
halbempirisch ist, hat sie einen wesentlichen Beitrag zum Versténdnis solcher
Eigenschaften ungesittigter und aromatischer Verbindungen geliefert, die dem
Grundzustand der Molekiile zugeschrieben werden kénnen. Doch war sie nicht in
der Lage, jene Eigenschaften dieser Verbindungen vollstdndig zu beschreiben, die
durch angeregte Zustdnde der Molekiile mitbestimmt werden. HarTMaNN [9] hat
1960 eine Erweiterung des Hiickelschen Verfahrens vorgeschlagen und damit eine
experimentelle Beobachtung erklért, die vermutlich zahlreichen s-Elektronen-
systemen gemeinsam ist. SCHEIBE et al. [18, 19, 20, 21] fanden némlich, da der Ab-
stand des 1. angeregten Elektronenzustandes, der dieselbe Multiplizitit wie der
Grundzustand besitzt, von der Ionisationsgrenze fiir solche Verbindungen fast
immer denselben Wert hat. Rucs [16] wies anschlieBend darauf hin, daBl es im
Rahmen dieses Verfahrens auch méglich sein sollte, das Auftreten der Rydberg-
serien ohne Rydbergkorrektur in den Spektren der m-Elektronensysteme zu be-
schreiben.

HarTMANN [9] wie auch Rucs [16] haben die Uberlappungen der Atomfunk-
tionen vollstindig vernachléssigt. Lediglich die Hartmannsche Naherung fiir den
Grund- und 1. angeregten Elektronenzustand ist anschlieBend durch Mitnahme
der Uberlappungen zwischen nichsten Nachbarn teilweise vervollstindigt wor-
den [1, 2].

2. Die Grundlagen der Theorie der zv-Elektronensysteme von Hiickel und Hartmann

Die Methode der Molekiilzustdnde betrachtet ein herausgegriffenes s-Elektron
des Molekiils wechselwirkungsfrei in einem effektiven Potentialfeld U. Es werden
also die Wellenfunktionen ¢; als Losungen der Einteilchenschrodingergleichung

Hyp;, = & ¢4 (1)
gesucht, mit dem Hamiltonoperator

H=— 440, (2)

denen die verschiedenen Energieeigenwerte &; zugeordnet sind. In dieser Néherung
ergibt sich die Gesamtenergie ¥ der z-Elektronen als Summe der Einelektronen-
energien &

E = Z V(23 éai, (3)

7

wenn die Zustdnde, mit dem energetisch tiefsten beginnend, entsprechend dem
Pauliprinzip (Besetzungszahl #; gleich 0, 1 bzw. 2) besetzt werden. Die Gesamt-
wellenfunktion @ 148t sich dann als Produkt aller Wellenfunktionen @ in der Form

D = 1T i (4)

darstellen. :

Die exakte Losung von (1) ist in der Regel nur numerisch durchfiihrbar. Aus
diesem Grunde beschriankt man sich auf ein Naherungsverfahren, in welchem die
Molekiilfunktionen ¢ als Linearkombinationen von Atomfunktionen vy dargestellt
werden {10, 9, 16]
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m
@i = 2 axixr (5a)
k=2
mit .
N
rh= 3 ok (5b)

Fiir diese Atomfunktionen y? verwendet man reelle kp,-Funktionen, die die
einzelnen Atome A des Molekiils stellen. Die besten Linearkombinationen (5) und

die zugehorigen besten Energiewerte &; bestimmt man aus der Forderung
i H @idr

Topipedr (6)

&;= min

Die Variation der Energie f: nach den Koeffizienten a fiihrt unter Verwendung
von Gl. (1) und (5a) auf das Sakularproblem

m ~
k;g ag (H'E —& ME) = 0 (Ta)
¥=23-m ij=1,2---,N

wobei M’ und H'®' definiert sind durch die Beziehungen

W = [k e (82
H = [ H (8h)
Dieses Sikularproblem 1a8t sich in der Form schreiben
m ~
2, Up (P — EMEE) =0 (7b)
k=2
K =23 "m

wenn man die Uberlappungsmatrix 9'#%' und die Energiematrix §'#%' einfiihrt,

mit den Elementen M'%¥ bzw. H'?F', sowie die Diagonalmatrizen Az und & mit

den Elementen ayp; bzw. 8: Die zugehérige Sikulardeterminante lautet dann

|9 — M| = 0. (9)

Darin sind die Matrizen S’ und $’ Ubermatrizen mit den Elementen M’} bzw.

H''* . Die einzelnen Matrixelemente sind doppelt indiziert. Ordnet man sie so an,
daB i und % die Zeilen, j und %’ die Spalten numerieren, so nehmen die Uber-
matrizen I’ und §’ die Form an:

| E— ¥
i i b s Mindl
i g IzgR s - - - i Hr @’12'@’13 ...
oW || (10a) 9 = HEE R (10b)
1 1
Pt b
k k
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Jeder Block M'#% bzw. §'¥%' entspricht einem festen oberen Indexpaar k, £’ und
ist selbst wieder eine Matrix, deren Elemente durch die unteren Indizes ¢, j unter-
schieden sind. Die Ubermatrizen I’ und $’ werden durch die folgende Trans-
formation bestimmt

MW = Gt ME (11a)

$ =6l HE. (11b)
Dabei haben die Ubermatrizen % und § die Elemente M4 bzw. HE¥', die durch
die Beziehungen

ME = [yl ar (12a)
HE — jqp;ﬂ Hyt dr (12b)
definiert werden und in folgender Weise angeordnet sind:
%

>a lu

RLL L2 GRLs . . .
M2t 22 ( 13)

M —

e B B

o

sowie entsprechend fiir $.
Die Transformationsitbermatrix € hat die Elemente cf;, die in folgender Weise
angeordnet sind:
e

K
¢ = é 0160 (14)
Mlololes

]
4
E

Durch Variation der Energie @gz nach den Konstanten ¢ bestimmt man die auftre-
tenden Elemente c%;. Das fithrt auf m-1 Sikularprobleme der Form

N
2, ek (3 — B2 = 0; (15)
u=1,2--N k=2 ---,m

mit den zugehorigen Sikulardeterminanten
| 9FF — Tk REE | = 0. (16)

3. Die allgemeinste Formulierung der Theorie der sr-Elektronensysteme
von Hiickel und Hartmann unter Beibehaltung der charakteristischen Funktion

Die besten Linearkombinationen ¢; (5) sowie die zugehérigen besten Energie-
werte &; berechnen sich aus dem Sikularproblem (7) bzw. der Sikulardeter-
minante (9). Um iiber ¢; und &; Aussagen zu erhalten, die fiir eine Vielzahl von
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Molekiilen giiltig sind, miissen die Transformationen (11) in gréBter Allgemeinheit
durchgefiihrt werden. Wie sich zeigt, setzt dies die Annahme voraus, daB man die
Uberlappungsmatrizen %%’ und Energiematrizen $%%’ in folgender Weise zerlegen
kann:
IREL — Mﬁﬁ/ G 4+ mit' & (17a)
HEE" = HE § 4 phk’ & (17b)

Es werden nun zuerst die Diagonalblocke k% und $¥% transformiert. Auf
Grund der Gl. (15) soll die Basistransformation (5b) der Atomfunktionen mit
festem Wert von k so beschaffen sein, daB sie die Matrix ¥ in die n-dimensionale
Einheitsmatrix € tiberfihrt und die Matrix $** diagonalisiert. Das heifit

ErTINEECE = § (18a)
Gkt HEE Gk — B (18a)

mit
Br = diag. (2%, 58, -, Fh). (18¢)

Dabei bestimmen sich die Eigenwerte % der Energiematrix $#* aus dem Sékular-
problem (16). Setzt man darin fiir die Matrizen 4% und H¥** die durch die GL. (17)
gegebenen Zerlegungen ein und formt gleichzeitig um, so folgt

B Fh

@/ + nn

- i (19)

Anderorseits berechnen sich die Eigenwerte o) der Matrix & aus dem Sikular-
problem

|& — o' | =0. (20)
Ein Vergleich dieser beiden Ausdriicke liefert den Zusammenhang
HE, — 3

T
13

!

o= — (21)

bzw.
Ek _ qu@cl;z + aikkk
b MEE 4 g mEE
Aus Gl. (18) folgt damit schlieSlich
M,I”kk = 6?:]' (23&)
HY 4 g, hkk
MM 4 o mkk i
Durch die Gl. (17) werden die Matrizen Jt¥* und $%* als lineare Funktionen
der Einheitsmatrix € und der Matrix & dargestellt. Die Auflésung dieser beiden

Beziehungen nach den Matrizen € und &' gibt diese als lineare Ausdriicke in IN¥*
bzw. HEE

(22)

H' = (23b)

BRE INEE — mkE §HEE
= kk
T ]
_ HO e — ML S
Bk MFE — ke EC

(24a)

& (24D)
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Die Ausfiibrung der Transformation mit €% ergibt dann unter Benutzung der
GIL. (18) und (22)

Cr gk = DF (25a)
Gt @& €% = DER. (25b)
Dabei sind D und R Diagonalmatrizen mit den Elementen
Df = —ﬁ_i—— Sy (250)
v MBS - 6, mEE
Rij = 0; dy. (25d)
Gl. (25a) 148t sich durch den Ansatz
1
GF = 1k (DF) 2 (26)

1
befriedigen, wo 1% eine unitdre Matrix und (%)  wieder eine Diagonalmatrix ist,
mit den Elementen

1
3 LYY
]/M“C + o] mkk "
Mit der so bestimmten Transformationsmatrix €% folgt aus der Gl. (25b)
W& Uk = R. (27)

U* ist demnach diejenige Matrix, die die Matrix &' auf Diagonalform bringt. Sie
ist unabhdngig von k

Dh) (25¢)

NE=1. (28)
Dies ist eine direkte Folge der Darstellung der Matrizen IR%* und H%% als lineare
Funktion der beiden von % unabhfingigen Matrizen € und &’. Diese Darstellung
gestattet, auch die Transformation fiir die Nichtdiagonalblocke 3t¢%" und §%+’ in
allgemeiner Form durchzufithren. Nach den Gl. (11) ist
CrT ek’ G = IN'EE (29a)
Gkt Yok’ G < §'FE' (29Db)
Setzt man fiir die Matrizen I und H¥*' wiederum die durch die Gl. (17) ge-
gebene Zerlegung ein und beriicksichtigt die Gl (25a), (25b) und (28), so folgt
1 1
PrE — (DEH) 2 (DE') (M G + mhb' R) (30a)
1 1
PEE = (DET) * (DE') ? (HE @ 4 pik’ ). (30b)
Fiir die Elemente der Matrizen I%'4% bzw. $'**' ergibt sich daraus unter Ver-
wendung der GL (25¢) und (25d)

kL' ’ k'
1EE Mnn + G; m

i 7 77T 7 Tl a 31
YV (MEE o] mER) (MEE 4 ol mEE) K (31a)
, chl.:’ 4 O'( hk]g’
H'i?jk = — k zk,k, : __ 617]’- (31b)
V(Mnn_{'o‘mk)(Mnn +Gimkk)
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Wie man den Gl. (23) und (31) entnimmt, sind die Matrixelemente M'%#*' und
H'®" nur fir § =i von Null verschieden. Weiterhin unterscheiden sich diese
Matrixelemente in bezug auf den Index ¢ untereinander jeweils nur durch die
Eigenwerte ¢’ der Matrix &’

H'Y' = H"¥ (g;). (32)

Dies hat zur Folge, dal das Sdkularproblem (7) in N Probleme der Form
m ~ R
2 ans [H'H (o) — & MH (o)) =0 (33)
¥F=23-m ¢=1,2,---N

zerfallt, mit der zugehorigen Sékulardeterminanten

|9 () — &I () | = O. (34)
i=1,2,--+N

Dabei haben die Matrizen I%'(0}) und $"(o;) die Elemente M''¥% (g;) bzw.
H"¥¥ (g}). Die Losungen der zu jedem ¢ gehérigen Sikulardeterminanten (34)
ordnet man nach wachsender Grofle und unterscheidet sie durch den Index 7.
Die Gesamtheit aller Losungen 148t sich dann in Form der charakteristischen
Funktion [9]

&7 = & (a) (35)
angeben. Die Konstanten az; und cf; der im Hinblick auf die Energie besten

Eigenwerte bestimmen sich dann aus den Sakularproblemen (33) und (15), wenn
man dort nacheinander die entsprechenden Energiewerte einsetzt.

4, Zusammenhiinge zwischen der Hiickelschen Theorie
der z-Elektronensysteme und der Hartmannschen Erweiterung fiir den
Grund- und ersten angeregten Zustand bei Vernachliissigung aller Uberlappungen
Aug der allgemeinsten Formulierung der Theorie der -Elektronensysteme mit
Einelektronenoperatoren 1a3t sich zwanglos das Verfahren von HtokEL wie auch
die Erweiterung von HARTMANN ableiten. Dazu beschrinkt man sich auf gleich-
atomige Systeme. In Weiterfithrung dieser Voraussetzung wird angenommen, daf

HY' = HY (36)
g = @
kE =23 ---m ALA=123,--+N 411 benachbart
gilt. Diese Gleichungen konnen fiir kleine Quantenzahlen k¥ und &’ nur néherungs-
weise stimmen, da das Einelektronenpotential in diesem Fall noch eine Funktion
der Position des jeweils betrachteten Atoms ist. So diirfte zum Beispiel die Anzahl
der Nachbarn eines C-Atoms den Wert solcher H%%' beeinflussen. Ferner vernach-
lassigt man alle Uberlappungen und beriicksichtigt nur Nachbarwechselwirkungen.
Dann erhilt man fiir die Integrale M¥' und H¥' die Gleichungen
ﬂl’,{p’fl = Ogxs Onu (38a)
HE = HY 8, + HE' sy, (38b)
wobei die Atomfunktionen als normiert betrachtet werden, und die s, definiert
sind durch
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_ | 1 fir 4, u benachbart,

%=1 0 in allen anderen Fillen. (39)

Damit ergeben sich fiir die Matrizen 4%’ und H¥%’ die Gleichungen
WMkt = Sppe € (40a)
PrE = HE' ¢ + HE ©. (40b)

Hierin hat die Matrix & die Elemente s;, und die Eigenwerte ¢;. Diese Matrix
hiangt nur von der Struktur des betrachteten Systems ab und wurde deshalb als
topologische Matrix [8] bzw. als Strukturmatrix [9] bezeichnet. Die Gl. (40) stellen
einen Spezialfall der Ansédtze (7) dar. Die Durchfithrung der Transformation (11)
ergibt daher fiir die Integrale M'%" und H'*' nach Gl. (31) die Ausdriicke
ﬂf’ff’ = Ogps Ogf (41a)
H’{.Cjkl = (chk’ + o3 H’/gk/) 61, (41b)
Das Hiickelsche Verfahren berticksichtigt im Molekulfunktionenansatz (5) nur
2p,-Atomfunktionen. Die Hartmannsche Naherung fiir den Grund- und 1. ange-
regten Elektronenzustand besteht dagegen im wesentlichen darin, neben diesen
2p,-Atomfunktionen reprisentativ fir alle ,hoheren” Funktionen 3p,-Atom-
funktionen mit zu verwenden. Es sei aber bereits hier darauf hingewiesen, dafl eine
Erweiterung der Hiickelschen Theorie nicht so sehr in der Mitberiicksichtigung kiherer
Atomfunktionen gesehen werden, sondern das Schwergewicht vielmehr auf einer
groferen Flexibilitat der MO-Ansitze liegen sollte [22]*. Mit den angegebenen
Molekiilfunktionenansitzen berechnen sich aus der Sikulardeterminanten (34)
unter Verwendung der Gl. (41) die bekannten Energieausdriicke

& = H® 4 HZ g, (42)
fiir das Hiickelsche Verfahren [8] bzw.

By = (3 4 ) + o3 (HF + HP)]

{ - V | 4, E = HE I o, (TF H — (Y]
(HE — H?) + oy (HF + HP)?

fiir die Hartmannsche Néherung, wenn man H2 als klein vernachlassigt [9].

Die besten Koeffizienten cf; des Molekiilfunktionenansatzes berechnen sich in
beiden Verfahren auf Grund der Gl (26), (25¢), (27) und (28) als Elemente der-
jenigen von der Quantenzahl k£ unabhéngigen unitdren Matrix 11, die die Struktur-
matrix &€ diagonalisiert. Daraus folgt sofort, dafl die Molekiilfunktionen fiir ent-
sprechende Molekiilzusténde in beiden Darstellungen dasselbe Profil in Bindungs-
richtung haben und sich lediglich durch das Profil senkrecht zur Molekiilebene
unterscheiden, welches im Hiickelschen Verfahren immer gleich ist, in der
Hartmannschen Erweiterung jedoch in gewissen Grenzen so variiert wird, daB
die zugehdrige Energie minimal ist. Dies ist auch der tiefere Grund dafiir, daf3
sich nach beiden Verfahren dieselben Ladungsdichten @; und Bindungsordnun-

gen P;, berechnen [24], deren Definitionen [6, 25] entsprechend erweitert wurden
U

(43)

* Kine Verdffentlichung tiber diese Fragen ist in Vorbereitung
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m
Zz g a’lzci szw (44a)

22 (2 a%i Cii Cut- (45a)

Fiir die Hiickelsche Theorie ergeben sich daraus die bekannten Formeln

Z N ('M (44b)
=1
.
Dy = Zl M Cai Cui (45b)
5

und fiir die Hartmannsche Néherung

Qi =

Mv'z

> (a2, + a5;) nich; (440)

=

P = (a3; + al)) n; cag - (45¢)
i

1
—

Aus der Normierungsbedingung fiir die Molekiilfunktionen

jl(]?i pidr =1 (46)
erhilt man unter Beachtung der Naherung (38a)
(a3, + a3) = 1. (47)

Damit ist explizit gezeigt, da die Berechnung von Ladungsdichten und Bindungs-
ordnungen nach dem Hiickelschen Verfahren wie nach der Hartmannschen
Naherung unter Vernachlissigung aller Uberlappungen zu denselben Ergebnissen
fiithrt [24]. Aus diesemn Grunde kann in einfacher Weise aus der Selbstkonsistenz
des Hiickelschen Verfahrens fiir alternierende Kohlenwasserstoffe [7] auf die der
Hartmannschen Niherung fiir dieselbe Verbindungsklasse geschlossen werden [24].

5. Die Diskussion der Ansiitze (17a) und (17b)

Die Grundlage der allgemeinsten Formulierung der Theorie der -Elektronen-
systeme von HUcKEL und HarTmMaNy unter Beibehaltung der charakteristischen
Funktion stellen die Gl. (17) dar. Eine vollstandige Beriicksichtigung der Uber-
lappungen in diesem Verfahren a8t sich daher nur insoweit durchfithren, als sie
durch diese Gleichungen erfaBt werden kann. Um die Anzahl der Integrale HY*',
die in die Theorie eingehen, zu reduzieren, wird von einer Abschétzung Gebrauch
gemacht, die von der Proportionalitit von S5’ und H' ausgeht

HEE gk
H’“"' ~ S’”’“' (A= ,u, v #0) (48a)

und die Erweiterung einer fiir den Fall £,k = 2,2 angegebenen Approximation
darstellt [5, 17]
Y = 8

(48b)
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Eine solche Beziehung hidngt eng mit der Néherung
2= SE(HE 4+ HE) (49)

== 2
zusammen [12], doch ist der Ansatz (48) allgemeiner.
Im folgenden werden hier die Abschitzungen (48) und (49) als Gleichungen
verwendet.
Betrachtet man die verwendeten Atomfunktionen als normiert, so 148t sich

die Uberlappungsmatrix $%%*" in der Form schreiben
MEE' = M - SEE (50a)

wobei die Matrix @k%' in der Hauptdiagonalen die Elemente 0 und an allen
anderen Stellen die Elemente S hat. Unter Verwendung der Naherungen (36)
und (48a) kann die Energiematrix $¥*' dann in folgender Weise zerlegt werden:

k!

HHF = HIF G - 20 Sk (50b)

Darin ist der Quotient H!*'jS¥" pnur noch von den Indizes k, &' abhingig. Die
Gl (50) gehen unter der Annahme, daB sich die Matrix &**' als Produkt eines von
k, k' abhingigen Faktors m#* und einer von k, k' unabhingigen Matrix & dar-
stellen 1453t,

Skt = mkk' & (51)

in die Form (17) tber.

Die Gl. (51) ist dann erfiillt, wenn jedes Uberlappungsintegral %" Produkt
eines von k, k' abhingigen Faktors p#%' und einer von k, ¥’ unabhingigen Funk-
tion S(R;,) des Abstandes R;, der beiden Atome A und g ist:

St =t S (Ry,). (52)

Zusammen mit Gl. (48a) ist diese Beziehung (52) notwendige Bedingung fir die
Zerlegung der Uberlappungsmatrizen WK und der Energiematrizen ¥ nach
den QL. (17), die allein eine Erhaltung der charakteristischen Funktion garantieren.
Die Bedingung (52) ist fur Slaterfunktionen nicht erfillt, wie man sich an Hand
vorliegender Tabellen, z. B. [13], leicht {iberzeugt, wenn man die Uberlappungs-
integrale S¥%'[Zys] der kp,-Funktionen in Abhingigkeit vom Atomabstand R fir
den Fall k&' = 2,2, 3,3 und 5,5 betrachtet und als effektive Kernladungen Zz; im
Fall Bk = 2,2 die des Kohlenstoffatoms im tetragonalen Valenzzustand von
3.25 verwendet, sowie in den beiden Fallen k,k" = 3,3 und 5,5 den Wert 1 benutzt.

Der Wahl dieser GréBen liegt die Annahme zugrunde, dal die Kernladung
gegeniiber einem kernnahen m-Elektron nur durch die o-Elektronen abgeschirmt wird,
und man deshalb die nach den Slaterschen Regeln [23] berechneten Abschirm-
zahlen benutzen darf. Dies trifft in guter Néaherung fiir die Berechnung der
Integrale 87, und Hj. zu und stellt dafiir eine vielbenutzte Approximation
dar [3, 10]). Fiir wester vom Molekiil entfernte Elektronen mufi man fir gleichatomige
Systeme annehmen, daff alle Kernladungen durch die o- und die restlichen m-Elek-
tronen gleichmdfig abgeschirmt werden. Das ist offensichtlich vollig korrekt fiir ein
unendlich entferntes s-Elektron. Es bedarf dagegen noch einer eingehenden Dis-
kussion, von welcher Entfernung an diese Niherung der vorhergehend beschriebenen
vorgezogen werden sollte. Exakt l6sbar wire diese Frage durch eine entsprechende

Theoret. chim, Acta (Berl.) Bd. 1 30
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Modellrechnung an einem einfachen Beispiel. Diese liegt in der Literatur bisher
nicht vor. Daher muBl die Untersuchung vorerst auf eine qualitative Diskussion
beschrankt werden.
Hierfir wird das Wasserstoffatom betrachtet. In Fig. 1 ist die ,,Radiale Flek-
tronendichte” pzp = 47 R? f;, (R) in Abhéngigkeit vom Abstand B des Elektrons
vom Kernzentrum graphisch
I dargestellt [I14]. Dabei ist
frp (E) der Radialteil der kp-
Wasserstoffeigenfunktionen.
Als hier interessierende Ki-
genfunktionen wurden die
2p- und 3p-Funktionen un-
" tersucht. Um einen Vergleich
der GréBenordnungen zu ge-
ben, sind unter den Figuren
die Strukturen des Athylens
und des Benzols skizziert.
Wie man diesen Figuren ent-
nimmt, legt im Fall des
Athylens die maximale
Aufenthaltswahrscheinlich-
keit eines Elektrons in einem

O—0 2p-Wasserstoffeigenzustand

l bereits ,,auBerhalb des Mole-

kiilgertistes*. Fiir das Benzol

stimmt diese Aussage noch

I nicht ganz, sondern ist erst

Fig. 1. Radiale Elektronenverteilung oxp = 4 = R? fzzp (R) fiit Wasser- fiir den 3p'ZUSta-nd erfiillt.

stoffeigenfunktionen in Abhingigkeit von & Das heilt, ,,daB die Molekiil-

geriiste von der Elektronen-

wolke eines solchen Elektrons schon vollstindig eingehiillt werden®. Es sollte

daher in guter Ndherung gerechtfertigt sein, in diesen Fillen bereits eine gleich-

miBige Verteilung der restlichen n-Elektronen auf die einzelnen Atome anzu-

nehmen. Ferner wird man dann erwarten konnen, dafl das auf ein solches Elektron

wirksame Potential im wesentlichen das einer positiven Ladung ist. Diese Approxi-

mation wird um so besser stimmen, je gréBer der Quotient E[D ist, wobei D den

Durchmesser des betrachteten Molekiils bezeichnet. Bei sehr groBem R/D geht das
effektive Feld offensichtlich gegen das einer positiven Punktladung.

6. Die vollstindige Beriicksichtizung der Uberlappung
in der Hartmannschen Niiherung
fiir den Grund- und ersten angeregten Elektronenzustand
HarTMANN [9] konnte zeigen, daf es zur Deutung des fiir zahlreiche Molekiile
nahezu konstanten Abstandes des 1. angeregten Elektronenzustandes, der dieselbe
Multiplizitit wie der Grundzustand besitzt, von der Ionisationsgrenze [18, 19, 20,
21] geniigt, im Molekiilfunktionenansatz (5) neben den 2p,-Atomfunktionen repra-
sentativ fiir alle hoheren Atomfunktionen nur noch die 3p,-Atomfunktionen zu
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beriicksichtigen. Dadurch sollte der Tatsache Rechnung getragen werden, dall
sich die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen mit wachsender
Energie nach auflen verlagert. So wurde anschlieBend auch darauf hingewiesen,
dafl die Hartmannschen Ergebnisse [9] teilweise schon mit der Methode der
Koordinatenstreckung [77] und Verwendung einer 2p,- Atomfunktion mit variablem
Radialteil erhalten werden [22]. Dabes ist aber zu bedenken, daff eine Anregung des
n-Elektronensystems im Gegensatz zu Atomen keineswegs notwendig verbunden ist
mit einer Verlagerung der Elektronenwolke nach aufen. Im Einklang damit steht
die Tatsache, dafi die kinetische Energie von Molekiilen bei Anregung abnehmen oder
zunehmen kann.*

HartMaNN hat das Verfahren unter Vernachlissigung aller Uberlappungen
durchgefithrt. Spiter wurde die Niherung durch Mitberiicksichtigung der Uber-
lappungen zwischen néchsten
Nachbarn vervollstdndigt [, 2].
Es wird nun davon ausgegangen,
daB es moglich sein sollte, die
Uberlappungen 872 und S32 im
bendtigten R-Bereich néghe-
rungsweise in der Form (52) dar-
zustellen. Dabei wére die kk-
abhingige Funktion §(R;.) so
zu wihlen, daf sie mit entspre-
chendem p** die Uberlappungen
Si2 und 83 moglichst gut ap-
proximiert.

Verwendet man als Atom-
funktionen Gaulfunktionenpér-
chen [15] statt der Slaterfunk-
tionen, so wird diese Forderung
unter gewissen Bedingungen
exakt erfiillt. Die Gaubfunk-
tionen wurden erstmals von
Boys [4] zur Verwendung in
quantenchemischen Rechnungen vorgeschlagen. Sie haben den groflen Vorteil,
daBl alle benstigten Integrale geschlossen l6sbar sind [4]. In einer fritheren Ar-
beit [15] wurden dann als Atomfunktionen vom p-Typ die sogenannten GauB-
funktionenpérchen benutzt

Molekitebene

Fig. 2. Aufbau des GauBfunktionenpirchens g,

Qe = N, (<Pc+ - (Pc—)- (53)
Dabei sind geq bzw. @ im Gegensatz zu Bovs [4], der -, y- und z-Potenzen
verwendet, reine GauBfunktionen der Form
3
: ¢ _ 2
pu= (22) o (54)

7T

deren geometrische Anordnung in der Fig. 2 dargestellt ist, wobel gleichzeitig die
auftretenden Bezeichnungen erklart sind. Die Gesamtheit der GauBfunktionen (54)

* Vgl.: Fulnote S. 439.
30%
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stellt in bezug auf jede im Raum entwickelbare Funktion einen iibervollstindigen
Funktionssatz dar. Unter der Annahme

Oy == Ky = o0 = & (55)

geht dieser in einen vollstindigen iber. Die in Fig. 2 geforderte geometrische
Anordnung reduziert die GauBfunktionenpérchen (53) dann weiter zu einer un-
vollsténdigen Basis. Die Uberlappung S, zweier GaubBfunktionenpirchen mit den
Zentren a und b berechnet sich unter Verwendung der Grundformeln [4] zu

1 3
2 (waon)? ]2
Sab:mvazvb[ (ors ) }
Xa + Xp
Xa Xb Xa Xb Ka Xb
Ty (ta—1p)? - (ta+ t0)?| —— — R,
e Xatow — Xa + &b e o + o . (56)

Dabei ergibt sich der Normierungsfaktor in der folgenden Form:
1
, 3
Ne= [2 (1 g ele H : (57)

Man geht nun weiter so vor, dafi fir die verschiedenen «, der Zusammenhang
(55) gefordert wird und die Gaufifunktionenpérchen (53) nur noch durch die
Parameter tq(k) den entsprechenden Zusténden angepaBt werden. Dann ver-
einfacht sich die Formel (56) zu

S (o = const.)

{ e—%w [ra (k) — tp (K")]2

1/[1_6 _2ou~§(lc)M1 . e——Z(x?‘g(k')}

Unter dieser Einschrankung erfiillt das Uberlappungsintegral zwischen GauB-
funktionenpérchen (53) den Ansatz (52)

— o [ea(k) + mk’)]Z} —Fa B
e . (38a)

1. p2
2 “Rab

SEE' (o = const.) = AF¥' [x, 14 (k), tp (K')] € (58b)

wobei fiirr den Bruch in Gl. (58a) als Abkiirzung A¥*' gesetzt wurde.

Im Rahmen dieser Approximationen ist in der Hartmannschen Ndherung eine
vollsténdige Beriicksichtigung aller Uberlappungen méglich. Mit Gl. (58) nehmen
die Gl. (50) ndmlich die geforderte Form an

MK = AFE [«, vq (k). 15 (K)] (€ + &) (89a)
. HEE e
KK HE & o “w @,
5 ' T, ng (59b)
e

Dabei ist &' eine Matrix mit den Elementen 0 in der Hauptdiagonalen und den
_ 1R
Elementen ¢ 2 *Ha an allen anderen Stellen. Mit diesen Beziehungen berechnet
sich die Sdkulardeterminante (34) zu
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22 , 23 ’
o+ 5 O B+~ o
2 vQ - 2 0 ~
e , _é e ’ 4B G
1+ a) 1+ o)
= 0. (60)
H23 55 33
3 j7] ! 74 !
Mot 1%, Bt — 1R, O
S — A% & S — &
1+ o) (1 + o)
Wie man sofort sieht, hat die charakteristische Funktion fiir g, = — 1 einen

Pol. BingeL et al. [2] haben gezeigt, dall das Auftreten solcher Pole bei der Mit-
nahme der Uberlappung zwischen néchsten Nachbarn darauf beruht, daf die
gleichzeitige Amputation von IR**' und $**' nicht mehr auf eine gemeinsame
Basistransformation zuriickgefilhrt werden kann. Die hier erhaltenen Ergebnisse
miissen nun dahingehend gedeutet werden, daB die Matrizen %% und $¥*' auch
bei Beriicksichtigung aller Uberlappungen unter Verwendung der Ansitze (17)
und der benutzten Approximationen nicht auf eine solche gemeinsame Basis-
transformation zuriickgefithrt werden kénnen. Da die Zerlegung der Matrizen
MEE und HE*' nach den Gl. (17) die Grundlage aller Formulierungen der Hart-
mannschen Naherung ist, die die charakteristische Funktion erhalten, folgt weiter,
daB die Mitnahme von Uberlappungen fiir diese Form des Verfahrens nicht in
allen Energiebereichen eine Verbesserung darstellt. Mit anderen Worten: Erst der
Verlust einer charakteristischen Funktion in der Hartmannschen Erweiterung er-
laubt die Beriicksichtigung der Uberlappung in konsistenter Weise [2].

7. Der EinfluB der Uberlappungen in der Formulierung der Theorie
der z-Elektronensysteme von Hiickel und Hartmann fiir hohere Molekiilzustéinde
am Beispiel des Athylens

Rucn [16] hat fiir das Athylen zu zeigen versucht, da durch Mitnahme aller
,;hoheren kp,-Atomfunktionen im Molekilfunktionenansatz (5) die wasserstoff-
dhnliche Anordnung der hoheren Molekiilzustinde erhalten werden kann. Dabei
wurden simtliche Uberlappungen vernachlissigt. Rucm [16] hat die Uberlegungen
weiterhin auf alle gréferen s-Elektronensysteme ausgedehnt. Dazu mufite ange-
nommen werden, daB zur Berechnung des Energieintegrals Hj: das gesamte
7-Elektronensystem aus einzelnen Athylensystemen zusammengesetzt gedacht
werden kann, was wegen der vorliegenden Wechselwirkungen nicht ohne weiteres
statthaft ist. So geben auch die erhaltenen Resultate kein vollstandiges Bild: Aus
den Ergebnissen der Hiickelschen Theorie und der Hartmannschen Naherung darf
nédmlich nicht geschlossen werden, daB die positiven bzw. negativen Eigenwerte ¢,
eindeutig zu bindenden bzw. nicht bindenden Zusténden gehéren. Daher kann aber
schon beim Athylen keine begriindete Auswahl der giiltigen Termserie aus den
beiden berechneten Serien mehr getroffen werden, welches bei allen gréBeren sz-
Elektronensystemen sowieso nicht mehr der Fall ist, da die Zahl der Termserien
gleich der Anzahl der Kohlenstoffatome ist.
Die Vernachlissigung der Uberlappungen zwischen hoheren Atomfunktionen stellt
offensichtlich eine schlechte Naherung dar, worauf bereits Ruon [76] selbst hin-
weist, ohne weiter darauf einzugehen. Zum Beispiel entnimmt man den bereits
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zitierten Tabellen [13] fiir das Athylen mit einem Atomabstand R;, =~ 2.5 at. E.
die Uberlappl.mgs'mtegrale 832 [1] = 0.97 und 833 [1] = 0.99. Selbst fiir das Benzol
betrigt das Uberlappungsintegral zwischen den entferntesten Nachbarn, deren
Abstand R, =~ 5.0 at. E. betragt, noch Sis [1] == 0.88. Diese Betrachtungen fithren
darauf, die Uberlappungsintegrale S** fiir hohere Atomfunktionen im Fall des
Athylens und anderer ,.kleiner‘ m-Elektronensysteme durch den Wert 1 zu approxi-
mieren.

An die Ruchsche Arbeit [16] ankniipfend soll nun versucht werden, durch
Mitberticksichtigung aller ,,hoheren Atomfunktionen die Lage der hiheren Mole-
kiilzusténde des Athylens und anderer ,kleiner m-Elektronensysteme zu be-
rechnen. Wie man leicht einsieht, sind die Zustinde eines sehr weit vom Molekiil
entfernten Elektrons nidherungsweise Wasserstoffeigenzustdnde. Daher sollen als
Atomfunktionen wasserstoffdhnliche Eigenfunktionen verwendet werden, also
Funktionen mit Knotenflichen. Man ist damit sicher, die htheren Molekiilzustiande
richtig zu beschreiben. Ferner ist es hier nicht mehr nétig, sich generell auf die
Verwendung von kp,-Atomfunktionen zu beschrinken. Vielmehr kénnen alle
wasserstoffahnlichen Eigenfunktionen verwendet werden, sofern die mit ihnen
berechnete groBte radiale Elektronendichte g ,,weit genug auBlerhalb des Mole-
kiilgeriistes liegt, wobei ein Abstand von B =2 — 3 D geniigen diirfte, welches
fir Eigenfunktionen mit einer Hauptquantenzahl k > 3 weitgehend erfillt sein
sollte. Zur Berechnung der Uberlappungen wird nun die am Beispiel der kp,-Slater-
funktionen diskutierte Approximation verwendet. Danach ist die Uberlappung
zwischen zwei gleichen Atomfunktionen generell durch den Wert 1 anzundhern

Stk ~ 1. (61a)
k=34 ...m

Daraus folgt unter Benutzung des wasserstoffdhnlichen Eigenfunktionencharak-
ters der Atomfunktionen weiter, daB die Uberlappung zwischen verschiedenen
Atomfunktionen klein und daher durch den Wert 0 zu approximieren sein mul}

S 0. (61D)
kK =3,...m; k#K

Als Konsequenz der diskutierten Verteilung der restlichen s-Elektronen gegeniiber
einem nicht kernnahen sz-Elektron und der Beziehungen (61) wird

HY ~ [It* (62a)
HE =~ 0, (62b)

Exk; kE=3...m ALpu=123...N
gesetzt. Die Gl. (62b) hat eine vollstindige Vernachlissigung der Konfigurations-
wechselwirkung zwischen Molekiilzustdnden mit verschiedenen Quantenzahlen zur
Folge, was fiir hohere Molekiilzusténde sicher nicht der physikalischen Grundlage
entbehrt. Mit den Approximationen (61) und (62) nimmt die Sikulardetermi-
nante (34) die einfache Form an:

H® &
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Die Losungen dieser Determinanten lauten

&y = H
&y= M} (64)
(uéw.) .

Auf Grund der Definition des Integrals 7% und wegen der bereits diskutierten
Form des effektiven Potentials U fiir weit entfernte Elektronen folgt fiir hthere
Molekiilzustinde die Indentitét des Termschemas mit dem des Wasserstoffs. Die
Messungen zeigen nun, daB diese Aussage bis zum 2. angeregten Molekiilzustand
hinunter gilt. Wie auch wegen der angewandten Naherungen nie zu erwarten war,
ist dieses Verfahren natiirlich nicht in der Lage, den Grundzustand richtig mit zu
erfassen.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir die Férderung der Untersuchungen
durch eine Sachbeihilfe.
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