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I. Gleichatomige Systeme 
Von 

G. DIERCKSEN ul~d l:[. I)REUSS ** 

I-IA~T~A~ hat  1960 eine Erweiterung der Hiickelsehen Theorie der s-Elektronensysteme 
diskubiert. Dieses Verfahren ist bisher nur unter Vernachlgssigung aller ~Jberlappungen formu- 
liert worden. LedigHch die Hartmannsche I~he l~ng  ffir den Grund- und 1. angeregten Elek- 
tronenzustand wurde durch Mitnahme der lJberlappungen zwischen ni~ehsten Naehbarn tefl- 
weise vervollst~ndigt. 

In  der vorliegenden Arbeit werden die Ursaehen dafiir angegeben, dab sich nach der 
Hfickelschen Theorie wie nach der Hartmannschen Niiherung unter Vernaehlgssigung aller 
~Jberlappungen gleiche Ladungsdichten und Bindungsordnungen berechnen. Femer  wird die 
MSglichkeit einer Beriicksiehtigung aller Uberlappungen in der Hartmannschen Erweiterung 
diskutiert und ihr Einflul3 auf die charakteristische tPunktion untersucht. Dabei wird die Ver- 
wendbarkeit besonderer Funktionstypen (Gaul~funktionen) betrachtet, mit denen sich be- 
stimmte Relationen zur Erhaltung einer eharakteristisehen Funktion erffillen lassen. 

In  t960 HA~TMA~N discussed an extension of the tIfickel s electron theory. This procedure 
thus far has been formulated neglecting all overlap. Only the t tar tmann approximation for the 
ground and first exited state has partly been generalized by considering overlap between next  
neighbours. 

In  the following the reason is shown for getting the same electron density and bond order 
values in both the Htickel theory and the Hartmann approximation (all overlap neglected). 
Further the possibility of including all overlap in the Hartmann extension is discussed, and 
its influence on the characteristic function examined. In this context the use of a special type 
of functions (Gaussians) is considered which fulfill certain relations needed to preserve the 
characteristic function. 

En ~1960 HA~T~A~ a discut6 une extension de la th6orie des 61ectrons s de Hiiekel. 
Jusqu's  pr6sent les int6grales de recouvrement ont 6t6 n6glig6es dans ce proc6d6; seulement 
l 'approximation pour l '6tat fondamental et le premier 6tat excit6 a 6t6 am61ior6e par inclusion 
des recouvrements entre atomes adjacents. 

L'article suivant donne les causes dn fair que la th6orie de Hiickel et le proc6d6 de 
Hartmann (tousles reeouvrements n6glig6s) donnent les m~mes charges atomiques et indices 
de liaison. En outre, ]a possibflit6 d'inclure, dans ]e proc6d6 de Hartmann, t ous l e s  recouv- 
rements est diseut6e; l'effet sur la fonction caraet6ristique est 6tudi6. Des fonctions sp6ciales 
(de Gauss) sont consid@r6es ayant de certaines propri6t6s qu'il faut pour pr6server l'existence 
d'une fonetion caract6ristique. 

* Auszug ans einer yon einem von uns (G. D~) zur Erlangung des Doktorgrades der 
I~turwissensehaftlichen F~kult~t der Johann Wolfgang Goethe-Universitat zu Frankfurt 
am Main angefertigten Arbeit. 

** Ansehrift. Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen, FShringer Ring 6. 
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1. Einleitung 
t{/3CKEL [10] ffihrte i931 ein Verfahren zur quantenmechanischen Diskussion 

des chemischen Verhaltens der 7~-Elektronensysteme ein. Obwohl die Theorie 
halbempirisch ist, hat sie einen wesentliehen Beitrag zum Verstgndnis solcher 
Eigenschaften unges~ttigter und aromatischer Verbindungen geliefert, die dem 
Grundzustand der Molek/ile zugeschrieben werden k6nnen. Doch war sie nicht in 
der Lage, jene Eigenschaften dieser Verbindungen vollst/tndig zu beschreiben, die 
durch angeregte Zust~nde der Molekiile mitbestimmt werden. I:[AI~T~ANN [9] hat 
t 960 eine Erweiterung des tIiickelschen Verfahrens vorgeschlagen und damit eine 
experimentelle Beobachtung erkl/~rt, die vermntlich zahlreichen ~-Elektronen- 
systemen gemeinsam ist. SC~IEIBn eta]. [18, 19, 20, 21] fanden n~mlich, dab der Ab- 
stand des ~. angeregten Elektronenzustandes, der dieselbe Multiplizit/~t wie der 
Grundzustand besitzt, yon der Ionisationsgrenze fiir solche Verbindungen fast 
immer denselben Wert hat. Rvc~  [16] wies anschlieBend darauf bin, dag es im 
t~ahmen dieses Verfahrens auch mSglich sein sollte, das Auftreten der t~ydberg- 
serien ohne t~ydbergkorrektur in den Spektren der 7~-Elektronensysteme zu be- 
schreiben. 

tIA~T~A~X [9] wie auch l~vc~ [16] haben die Oberlappungen der Atomfunk- 
tionen vollst/indig vernachlgssigt. Lediglich die Hartmalmsche N~herung fiir den 
Grund- nnd 1. angeregten Elektronenzustand ist anschlieBend durch Mitnahme 
der Uberlappungen zwischen n/tchsten Nachbarn teilweise vervollstandigt wor- 
den [1, 2]. 

2. Die Grundlagen der Theorie der ~-Elektronensysteme yon Hiickel und IIartmann 

Die Methode der Molekiilzust~nde betrachtet ein herausgegriffenes 7~-Elektron 
des Molekfils wechselwirkungsfrei in einem effektiven Potentialfeld U. Es werden 
also die Wellenfunktionen ~ als L6sungen der EinteilchenschrSdingergleichung 

H ~  = @~ ~vt (t) 

gesucht, mit dem Hamiltonoperator 
t 

H = - -  ~ A + U, (2) 

denen die verschiedenen Energieeigenwerte #i zugeordnet sind. In dieser N~herung 
ergibt sich die Gesamtenergie E der ~-Elektronen als Summe der Einelektronen- 
energien #/ 

E = v n~ @~, (3) 
i 

wenn die Zust/inde, mit dem energetisch tiefsten beginnend, entsprechend dem 
Pauliprinzip (Besetzungszahl n~ gleich 0, t bzw. 2) besetzt werden. Die Gesamt- 
wellenfunktion q) 1/~gt sich dann als Produkt aller Wellelffunktionen ~v~ in der Form 

= H ~ (4) 
i 

darstellen. 
Die exakte L6sung yon (1) ist in der l~egel nur numerisch durchffihrbar. Aus 

diesem Grunde beschr/inkt man sich auf ein Ngherungsverfahren, in welchem die 
Molekiilfunktionen ~ als Linearkombinationen yon Atomfunktionen yJ dargestellt 
werden [10, 9, 16] 
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mit 

~+: = ~ a~  Z~ (5a) 
k = 2  

N 

z~ = ~ ~ w~. (Sb) 

Fiir diese Atomfunktionen to~ verwendet man reelle kpz-Funkt ionen,  die die 
einzelnen Atome % des Molekiils stellen. Die besten Linearkombinationen (5) und 

die zugeh6rigen besten Energiewerte ~ bestimmt man aus der Forderung 

~ =  min f~ iHg+d~ 
f ~+ ~,: d~ (6) 

Die Variation der Energie ~ nach den Koeffizienten a fiihrt unter Verwendung 
yon G1. (1) und (5~) ~uf das Siikularproblem 

m 

}~ a ~  (H'k~'--~+ M ' ~  ') = 0 (7a) 
k = 2  

k ' =  2 , 3 , . . . , m  i , ] =  1 , 2 , . . . , N  

wobei M 'k..k' und H'W definiert sind dureh die Beziehungen 
V +? 

1/Fk.k/ ~ k +t -.- , = Z'+Zj dr (Sa) 

H,ek, ( k H ~' (8b) v = JZi Z] d'~. 

Dieses S/~kularproblem lgB~ sieh in der Form schreiben 

~ (~'~k' __ dY~ '~  ') = 0 (Tb) 
k = 2  

k ' =  2 , 3 , . . . , m  

wenn man die tJberlappungsmatrix ~,k~' und die Energiematrix ~'kk' einfiihrt, 

mit den Elementen M'~ '  bzw. H '.k~' sowie die DiagonMmatrizen ~[~ und ~ m i t  

den Elementen a~  bzw. ~ .  Die zugeh6rige S/~kulardeterminante lautet dann 

I.V- #~x'[ = o. (9) 
Darin sind die Matrizen ~Y)~' und ~'  Uberm~trizen mit den Elementen _.+M 'k-.k'+~ bzw. 
H '~ ' .  Die einzelnen 1Katrixelemente sind doppelt indiziert. Ordnet man sie so an, 
dab i und/c die Zeilen, j und k' die SpMten numerieren, so nehmen die Uber- 
matrizen !IX' und ~'  die Form an: 

- + I t  t 

+J I-*J I--,i 

(tOa) ~' = 

I +" kz 

I--~J I-+J I-~J 
']" ~,~1 ~,1~1~,1s I 
• ~ W IV I " ' "  

k i @i 21 @'22 (iOb) 
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Jeder Block g)~'kk' bzw. g3 ' ~ '  entspricht einem festen oberen Indexpaar k, k' und 
ist selbst wieder cine Matrix, deren Elemente dutch die unteren Indizes i, ] unter- 
schieden sind. Die LTbermatrizen ~ '  nnd ~' werden dnrch die folgende Trans- 
formation bestimmt 

s?' = r162 ~ ~. (~b )  

Dabei haben die ~bermatrizen g2 und ~ die Elemente M~'  bzw. H ~ ' ,  die durch 
die Beziehungen 

M k k  ~ ~ l~ ~' 

H~ '  f~o~H ~ ~' d~ (125) 

definiert werden und in folgender Weise angeordnet sind: 

k 

sowie entsprechend ffir g$. 

+ k  r 

~ n  g212 ~ la  . . . 

g22~g2~ d3) 

Die Transformationsfibermatrix ~ hat die Elemente c~i , d ie  in folgender Weise 
angeordnet sind: 

I +/r 
I-~i I-§ ->i 

~1 0 0 " .  

~ =  f o ~2 0 (14) 

Y 0 0 ~s 

Durch Variation der Energie ~ nach den Konstanten c bestimmt man die auftre- 
tenden Elemente c~i. ])as ffihrt auf m-i Ss der Form 

/V 

F. ,.k ~Hk~ ~ ~ M kk~ 0; (t5) 
~ = 1  

# =  1 , 2 , . . . , N  k =  2, . - . , m  

mit den zugehSrigen Siikulardeterminanten 

]~k~__ ~ g ~ k  I = 0. (t6) 

3. Die allgemeinste Formulierung der Theorie der ~-Elektronensysteme 
yon tIiickel und t lar tmann unter Beibehaltung der charakteristischen Funktion 

Die besten Linearkombinationen ~ (5) sowie die zugeh6rigen bestcn Energie- 

werte ~ berechnen sich aus dem Si~kularproblem (7) bzw. dcr Sgkulardeter- 

minante (9). Um fiber ~0i und ~ Aussagen zu erhalten, die fiir eine Vielzahl yon 
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Molekfilen gfiltig sind, miissen die Transformationen (11) in grSBter Allgemeinheit 
durchgeffihrt werden. Wie sich zeigt, setzt dies die Annahme voraus, dab man die 
~berlappungsmatrizen ~)~k~' und Energiematrizen ~ '  in folgender Weise zerlegen 
kann: 

~ '  = M ~ '  ~ + m ~ '  | (17a) 

~ '  = I t~n ' ~ -k h ~ '  | (175) 

Es werden nun zuerst die Diagonalbl5eke 0)~ kk und ~ transformiert. Auf 
Grund der G]. (15) sell die Basistransformation (5b) der Atomfunktionen mit  
festem Wert von k so beschaffen sein, dab sie die Matrix ~ in die n-dimensionale 
Einheitsmatrix ~ fiberffihrt und die Matrix ~ diagonalisiert. Das heiBt 

(~t ~ (~ = ~ (18a) 

~ t  ~)~ ~k = !~k (18a) 
mit  

~ = diag. ( ~ ,  -~e~, -" ., ~ ) .  (18o) 

Dabei bestimmen sich die Eigenwerte 7~ der Energiematrix ~ k  aus dem Sgkular- 
problem (16). 8etzt man darin fiir die Matrizen ~Y)~ und ~ k  die durch die G1. (i7) 
gegebenen Zerlegungen ein und formt gleichzeitig urn, so folgt 

|  + h ~ _  7 ~ m ~  ~ ~ = 0 .  (t9) 

Andererseits berechnen sich die Eigenwerte a~ der Matrix |  aus dem Sgkular- 
problem 

1~' - o' ~ ' l  = 0. (20) 

Ein Vergleieh dieser beiden Ausdriicke liefert den Zusammenhang 

- - k  k k  , H ~ -  ~ M ~  
a~ = - -  (21) 

h~r162 ~ k  mk]C 
- -  r  

bzw. 

s i - M~ k + a'. m ~  " (22) 
n n  

Aus G1. (t8) folgt damit  schlieBlich 

- -  ' ~k 5~J" (23b) 
- -  iJ Mnkk n + a i m 

Durch die G1. (17) werden die Matrizen !Y2 ~ und ~ k  als lineare Funktionen 
der Einheitsmatrix ~ und der Matrix | darges~ellt. Die Aufl6sung dieser beiden 
Beziehungen naeh den Matrizen ~ und |  gibt diese als lineare Ausdriicke in ~)~k 
bzw. ~ 

= h kk M kk - -  m ~ H ~  (24a) 

HklC ~i~lar __ M k k  ~ 1 r  
e *  = n n  n n  (245) 

h ~  M kk _ m ~  H ~ " 
~bTb ~ b  
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Die Ausfiihrung der Transformation mit (~k ergibt dann nnter Benutzung der 
G]. (~8) und (22) 

k~ ~ ~ = ~ (25a) 

~ t  | ~ = ~ ~. (25b) 

Dabei sind ~ und ~R Diagonalmatrizen mit den Elementen 

i 
Di  ~} - ~/k~ + ~ m~k ~ j  (25c) 

R~ i = cr 1 6~j. (25d) 

G1. (25a) 1/igt sieh durch den Ansatz 
1 

~k = 1I k (~)k) ~ (26) 
1 

befriedigen, wo 1I ~ eine unit~re Matrix und (~k) Y wieder eine Diagonalmatrix ist, 
mit den Elementen 

1 

(D~)) ~ - l ~j .  (25c') 

Mit der so bestimmten Transformationsmatrix ~tc folgt aus der G1. (25b) 

12 ~t | 1I ~ = ~. (27) 

1I ~ ist demnach diejenige Matrix, die die Matrix | auf Diagonalform bringt. Sie 
ist unabh/ingig yon k 

llk = ~. (28) 

Dies ist eine direkte Folge der Darstellung der Matrizen ~32 kk und ~kk  als lineare 
Funktion der beiden yon k unabhi~ngigen Matrizen ~ und | Diese Darstellung 
gestattet, auch die Transformation ffir die NichtdiagonalblSeke 9)~ kk' und ~kk' in 
allgemeiner Form durehzuffihren. Naeh den Gl. ( i i )  ist 

~kt ~ '  ~ '  = ~ ' ~ ' .  (29b) 

Setzt man ffir die Matrizen ~ '  und ~e~' wiederum die dureh die G1. (17) ge- 
gebene Zerlegung ein und beriieksichtigt die G1. (25a), (25b) und (28), so folgt 

1 1 

~,e~'  = ( ~ )  ~ ( ~ ' )  -~ (M~' ~ + mee' !It) (30a) 

1 1 

~'xx' = (~3 x~) ~ (~x') ~ (H~ '  ~ + h ~e' !R). (30b) 

Ffir die Elemente der M~trizen 932 'k~' bzw. ~'kk' ergibt sich darius unter Ver- 
wendung der G1. (25c') und (25d) 

M,r = ~ / .~ '  + ~ m ~ '  
, , m~,~,)~ 0~ (31~) - -  " ~/ ~/~ m ~ )  t M  ~'~' + a i 

= , , (3ab) 
V ~ m~) (M ~'v + a~ (M~m + a~ , nn 
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Wie man den GI. (23) und (31) entnimmt, sind die Matrixelemente M'~ '  und 
H,~..k' v nur fiir ] = i yon Null versehieden. Weiterhin unterseheiden sieh diese 
Matrixelemente in bezug auf den Index i untereinander jeweils nur durch die 
Eigenwerte a' der Matrix | 

H'k.~' H ''k~' (~) (32) 

Dies hat zur Folge, dM~ das Ss (7) in N Probleme der Form 
m 

as, [H"k~' ( ~ ) -  ~i M"kk' (~)] = 0 (33) 

k ' --  2,3, . . . m  i =  ~ , 2 , . . . N  

zerfi~llt, mit der zugeh6rigen S~kulardeterminanten 

t ~ t t  ! 

l ~" (~) - ~ ,  ~ ( ~ )  I = o. (3~) 
i = i , 2 , . . . J Y  

Dabei haben die Matrizen ~"(a~) und " ' (a~) die Elemente M"k~'((~) bzw. 
H"/ck'((~'~). Die LSsungen der zu jedem i gehSrigen S~kulardeterminanten (34) 
ordnet man nach waehsender Gr5~e und unterscheidet sic dureh den Index r. 
Die Gesamtheit aller L5sungen l~l~t sich dann in Form der charakteristisehen 
Funktion [9] 

angeben. Die Konstanten a~ und c~i der im tIinblick auf die Energie besten 
Eigenwerte bestimmen sich dann ~us den S~kularproblemen (33) und (15), wenn 
man dort nacheinander die entsprechenden Energiewerte einsetzt. 

4. Zusammenh~inge zwischen der tIiickelschen Theorie 
der ~-Elektronensysteme und der Itartmannschen Erweiterung fiir den 

Grund- und ers~en angeregten Zustand bei Vernachl~ssigung aller t]berlappungen 

Aus der allgemeinsten Formulierung der Theorie der 7~-Elektronensysteme mit 
Einelektronenoperatoren l~l~t sich zwanglos das Verfahren yon HffCKEL wie anch 
die Erweiterung von HAlCT~A~ ableiten. Dazu besehr~nkt man sich auf gleich- 
atomige Systeme. In Weiterfiihrung dieser Voraussetzung wird angenommen, dal3 

Hk~, kk' (36) 2Z ~ Hc~ 

Hkk, = //~k, (37) 
k,k'  = 2, 3 , . . - m  2 , 2 ' - -  1 , 2 , 3 , . . . N  2, 2' benaehbart 

gilt. Diese Gleichungen kSnnen fiir kleine Quantenzahlen k und k' nur ni~herungs- 
weise stimmen, da das Einelektronenpotential in diesem Fall noch eine Funktion 
der Position des jeweils betrachteten Atoms ist. So diirfte zum Beispiel die Anzahl 
der Nachbarn eines C-Atoms den Wert solcher H ~ '  beeinfiussen. Ferner vernach- 
li~ssigt man alle ~berlappnngen und berfieksicht]gt nur Nachbarwechselwirkungen. 
Dann erhi~lt man fiir die Integrale M~'  und H ~ '  die Gleiehungen 

Mkk' = (5~k, (~, (383) 
~tt 

Hkk' k~' H~k' (38b) 

wobei die Atomfunktionen als normiert betrachtet werden, und die sz, definiert 
sind dureh 
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l ffir 2, # benaehbart, 
s~.u = 0 in allen anderen Fiillen. (39) 

Damit ergeben sieh flit dig Matrizen D~k~' und ~ g '  die Gleiehungen 

~k~' = (~k~, ~ (40a) 

~k~' = H~" ~ + H~k' | (405) 

Hierin hat die Matrix | die Elemente s~, und die Eigenwerte s,. Diese Matrix 
h/~ngt nur yon der Struktur des betraehteten Systems ab und wurde deshalb als 
topologische Matrix [8] bzw. als Strukturmatrix [9] bezeichnet. Die G1. (40) stellen 
einen Spezialfall der Anss (7) dar. Die Durchffihrung der Transformation (li) 
ergibt daher fiir die Integrale M'~ '  und H'~- ~' nach G1. (31) die Ausdrficke 

M,.k.k' ~j = ~ k ~ ,  ~;" (41a) 

H '-~',; = ,(H kk'~ q- at H~ k') ~y. (4ib) 

Das Htickelsche Verfahren beriicksiehtigt im Molekfilfunktionenansatz (5) nur 
2pz.Atomfunktionen. Die Itartmannsohe Ns f/Jr den Grund- und 1. ange- 
regten Elektronenzustand besteht dagegen im wesentliehen darin, neben diesen 
2pz-Atomfunktionen repr~sentativ ffir alle ,,h6heren" Funktionen 3pz-Atom- 
funktionen mat zu verwenden. Es sei aber bereits hier darau] hingewiesen, da~ eine 
Erweiterung der Hi~c~elschen Theorie nicht so sehr in der Mitberi~cksichtigung hSherer 
Atom/unlctionen gesehen werden, sondern das Sehwergewieht vielmehr au/ einer 
grgfleren Flexibilitiit der MO-Ansiitze liegen sollte [22]% Mit den angegebenen 
Molekfilfunktionenans/~tzen bereehnen sich aus der Ss (34) 
unter Verwendung der G1. (41) die bekannten Energieausdrfieke 

ffir das Hfickelsehe Verfahren [8] bzw. 

J~ = -2 [(H~ + Hy) + ~ (H~ ~ + Hy)] 

-- H~ ) H~ + ~ 

- ( H ~  - H ~ )  + ~ ( / ~ y  + 

ffir die Hartmannsche Ns wenn man Hi  s als klein vernachliissigt [9]. 
Die besten Koeffizienten e~ des Molekiilfunktionenansatzes berechnen sich in 

beiden Verfahren auf Grund der G1. (26), (25e'), (27) und (28) als Elemente der- 
jenigen yon der Quantenzahl/c unabh~ngigen units Matrix 1I, die die Struktur- 
matrix | diagonalisiert. Daraus folgt sofort, dab die Molekiilfunktionen ftir ent- 
sprechende Molekfilzusts in beiden Darstellungen dasselbe Profil in Bindungs- 
richtung haben und sich lediglieh durch das Profil senkrecht zur ~olekfilebene 
unterseheiden, welches ira Hiiekelsehen Verfahren immer gleieh ist, in der 
Hartmannschen Erweiterung jedoch in gewissen Grenzen so variiert wird, dab 
die zugehgrige Energie minimal ist. Dies ist auch der tiefere Grund daffir, dab 
sich naeh beiden Verfahren dieselben Ladungsdiehten Q~ und Bindungsordnun- 
gen P~s bereehnen [2~], deren Definitionen [6, 25] entspreehend erweitert wurden 
Z U  

* Eine Ver5ffentlichung fiber diese Fragen ist in Vorberei~ung 
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i = 1 k ~ 2  

i =  1 / ~ = 2  

Fiir die Hiickelsche Theorie ergeben sich darius die bekannten Formeln 
iV 

q~ = ~ n~ c~ (44b) 
i = 1  

iV 

p~. = }~ n~ c~ c~ (45b) 
i = l  

und ffir die Har~mannsche N~herung 

~" (44c) Q~ = ~ (a~i + a~)ni c~ 
i = 1  

iv  

i = 1  

Aus der Normierungsbedingung ffir die Molekfilfunktionen 

f q~ dr = i (46) 

erhs man unter Beachtung der N~herung (38u) 

(a~ + a~) = 1. (47) 

Damit ist explizit gezeigt, dab die Berechnung yon Ladungsdichten und Bindungs- 
ordnungen nach dem Hfickelschen Verfahren wie nach der t tartmannschen 
N~herung unter Vernachli~ssigung aller Uberlappungen zu denselben Ergebnissen 
fiihrt [24]. Aus diesem Grunde kann in einfacher Weise aus der Selbstkonsistenz 
des Itfickelschen Verfahrens ffir al~ernierende Kohlenwasserstoffe [7] auf die der 
Itartmannschen Ns fiir dieselbe Verbindungsklasse geschlossen werden [24]. 

5. Die Diskussion der Ans~itze (17a) und (17b) 
Die Grundlage der allgemeinsten Formulierung der Theorie der 7~-Elektronen- 

systeme von Hi~CKEL und ttARThIANN unter Beibehaltung der ch~rakteristischen 
l~unktion stellen die G]. (i7) dar. Eine vollstandige Beriicksichtigung der Uber- 
lappungen in diesem Verfahren l~itt sich daher nur insoweit durchfiihren, a]s sie 
dutch diese Gleichungen erfal~t werden kann. Um die Anzahl der Integrale H~ ' ,  
die in die Theorie eingehen, zu reduzieren, wird von einer Abschatzung Gebrauch 
gemacht, die vonder  Proporfion~litat yon S~'  und H~ '  ausgeht 

Hkkl St:k' 
).it .~tt 

Hk k, ~ Sk k, , (2 ~ #, ~ ~ e) (48a) 

und die Erweiterung einer ffir den Fall k,/~' = 2,2 angegebenen Approximation 
darstell{ [5, 17] 

H ~  S~:~ (485) 
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Eine solehe Beziehung Mngt  eng mit der N/~herung 

H 2 . ~  t 22 2u  H22~ (49) 

zusammen [12], doeh ist der Ansatz (48) allgemeiner. 
Im folgenden werden hier die Absehatzungen (48) und (49) als Gleiehungen 

verwendet. 
Betrachteg man die verwendeten Atomfunktionen als normiert, so laBt sieh 

die {Jberlappungsmatrix ~e~'  in der Form sehreiben 

~ '  = ~n~lT~k' ~ + | (50a) 

wobei die Matrix | in der Hauptdiagonalen die Elemente 0 und an allen 
anderen Stellen die Elemente .ekk' hat. Unter Verwendung der Naherungen (86) 
und (483) kann die Energiematrix )k~' dann in folgender Weise zerlegt werden: 

~k~' = H ~ ' ~  § ~ |  (50b) 

Darin ist der Quotient H~g'/S(~' nur noch von den Indizes k, k' abhangig. Die 
G1. (50) gehen unter der Annahme, dab sich die Matrix | a]s Produkt eines yon 
/c, /c' abhangigen Faktors ~ k '  und einer yon/c, /c' unabMngigen Matrix | dar- 
stellen lagt, 

|  = ~ '  | (51) 

in die Form (17) fiber. 
Die G1. (51) ist dann erffill~, wenn jedes Oberlappungsintegral S~'  Produkt 

eines yon/~,/c' abhangigen Faktors p~k' und einer yon/c, It' unabhangigen Funk- 
tion S(R~,) des Abstandes R~, der beiden Atome 2 und # ist: 

~ S ~ ~). (52) 

Zusammen mit Gl. (48a) ist diese Beziehung (52) notwendige Bedinj~ng /i~r die 
Zerlegung der ~)berlappungsmatrizen ~k.~' und der Energiematrizen ~1~' nach 
den Gl. (17), die allein eine Erhaltung der chara~teristischen Funlction garantieren. 
Die Bedingung (52) ist ffir Slaterfunktionen nicht erffillt, wie man sich an Hand 
vorliegender Tabe]len, z. B. [13], leieht fiberzeugt, wenn man die iJberlappungs- 
integrale S ~ '  [Zeff] der/Cpz-Funktionen in Abhangigkeit vom Atomabstand R ffir 
den Fall ~,]c' = 2,2, 3,3 und 5,5 betrachtet und als effektive Kernladungen ZeN im 
Fall Icy  = 2,2 die des Kohlenstoffa~oms im tetragonalen Valenzzustand yon 
3.25 verwendet, sowie in den beiden Fallen/c,/c' = 3,3 und 5,5 den Wert I benutzt. 

Der W~hl dieser GrSl3en liegt die Annahme zugrunde, dab die Kernladung 
gegeni~ber einem ~ernnahen ~-Ele]ctron nut durch die cr-Elektronen abgeschirmt wird, 
nnd man desha]b die nach den Slatersehen Regeln [23] berechneten Abschirm- 
zahlen benutzen darf. Dies trifft in guter Naherung ffir die Berechnung der 
Integrale S~,~ und H ~  zu und stellt daffir eine vielbenutzte Approximation 
dar [3, 10]. Fiir welter vom Molel~iil ent/ernte Elektronen muff man/iir gleichatomige 
Systeme annehmen, daft alle Kernladungen dutch die (~- und die restlichen 7~-Elel~- 
tronen gleichmiifiig abgeschirmt werden. Das ist offensiehtlich vSllig korrekt ffir ein 
unendlieh entfern~es 7~-Elektron. Es bedar/ dagegen noch einer eingehenden Dis- 
~ussion, von weleher Ent]ernung an diese Ni~herung der vorhergehend beschriebenen 
vorgezogen werden sollte. Exakt  16sbar ware diese Frage dutch eine entsprechende 

Theorem. chim. Ac~a (]~erl.) Bd. 1 30 
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Modellreehnung an einem einfachen Beispiel. Diese liegt in der Literatur bisher 
nicht vor. Daher muB die Untersuchung vorerst auf eine quahtative Diskussion 
beschrs werden. 

tIierfiir wird das Wasserstoffatom betraehtet. In Fig. t ist die ,,Radiale Elek- 
tronendiehte" ~ep = 4~R2/~  (R) in Abhs vom Abstand R des Elektrons 

5,o 7o, o 
I ZZ~/<':} 

o o 

z,o 2o, o 

Fig. 1,. Radiale Elek~ronenverteilung r = 4 :~ R~ ] 2  (~) ffir Wasser- 

stoffeigenfunktionen in Abhiingigkeit yon 

vom Kernzentrum graphisch 
dargestellt [14]. Dabei ist 
/ ~  (R) der Radialteil der kp- 
Wasserstoffeigenfunktionen. 

Als bier interessierende Ei- 
genfunktionen wurden die 
2p- und 3p-Funktionen un- 
tersucht. Um einen Vergleich 
der Gr6Benordnungen zu ge- 
ben, sind unter den Figuren 
die Strukturen des J~thylens 
und des Benzols skizziert. 
Wie man diesen Figuren ent- 
niwlmt, liegt im Fall des 
J~thylens die maximale 
Aufenthaltswahrscheinlich- 

keit eines Elektrons in einem 
2p-Wasserst offeigenzust and 
bereits ,,auBerhalb des Mole- 
kiilgerfistes". Ffir das Benzol 
stimmt diese Aussage noeh 
nicht ganz, sondern ist erst 
ffir den 3p-Zustand erffillt. 
])as heiBt, ,,dab die Molekfil- 
geriiste yon der Elektronen- 

wolke tines solchen Elektrons sehon vollstiindig eingehfillt werden". Es sollte 
daher in guter Ns gerechffertigt sein, in diesen Fs bereits eine gleich- 
ms Verteilung der restlichen 7r-Elektronen auf die einzelnen Atome anzu- 
nehmen. Ferner wird man dann erwarten kSnnen, dab das auf ein solches Elektron 
wirksame Potential im wesentlichen das einer positiven Ladung ist. Diese Approxi. 
marion wird um so besser stimmen, je grSBer der Quotient RID ist, wobei D den 
Durchmesser des betrachteten ~olekfils bezeichnet. Bei sehr groBem R/D geh~ das 
effektive Feld offensichtlich gegen das einer positiven Punktladung. 

6. Die vollst~indige Beriicksichtigung der [Jberlappung 
in der Hartmannschen 5T~iherung 

fiir den Grund- und ersten angeregten Elektronenzustand 
HAI~T~ANN [9] konnte zeigen, dab es zur Dentung des fiir zahlreiche l-Vfolekiile 

nahezu konstanten Abstandes des I. angeregten Elektronenzustandes, der dieselbe 
Multiplizit/~t wie der Grundzustand besitzt, yon der Ionisationsgrenze [18, 19, 20, 
21] genfigt, ira Molekiilfunktionenansatz (5) neben den 2pz-Atomfunktionen repr~t- 
sentativ fiir alle hSheren As nur noch die 3pz-Atomfunktionen zu 
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berficksichtigen. Dadurch sollte der Tatsache Rechnung getragen werden, dab 
sich die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen mit wachsender 
Energie nach augen verlagert. So wurde anschlieBend auch darauf hingewiesen, 
dab die I-Iartmannschen Ergebnisse [9] teflweise schon mit der Methode der 
Koordinatenstreckung [11] und Vcrwendung einer 2pz-Atomfunktion mit variablem 
Radialteil erhalten werden [22]. Dabei ist abet zu bedenken, daft eine Anregung des 
~-Elektronensystems im Gegensatz zu Atomen lceineswegs notwendig verbunden ist 
mit einer Vertagerung der Etelctronenwolke nach au/3en. Im  Einklang damit steht 
die Tatsache, daft die kinetische Ene~yie yon Moleki~len bei Anregung abnehmen oder 
zunehmen /cann.* 

HAt~TNANN hat das Verfahren unter Vernachl~ssigung a]ler Uberlappungen 
durchgeffihrt. Spiiter wurde die Ni~herung durch Mitberficksichtigung der s 
lappungen zwischen n~chsten 
Nachbarn vervollsti~ndigt [1, 2].   r nundo  ngn  1 
dab es mSglieh sein sollte, die 
tJberlappungen S~2~ und S~ im 
ben6tigten R-Bereich n/~he- 
rungsweise in der Form (52) dar- 
zustellen. Dabei ware die kk- 
~bMngige Funktion S(Ras) so 
zu w/ihlen, dab sie mit entspre- c - - / f fo /e~p/e~ene- -  
chendem/)~k die iJberlappungen - ~  
S~ und S~ mSgliehst gut ap- 
proximiert. 

Verwendet man als Atom- 
funktionen Gaugfunktionenpgr- 
ehen [15] start der Slaterfunk- 
tionen, so wird diese Forderung ~ ~  
unter gewissen Bedingungen _ ~ . . ~ _ ~  1 ~ §  [ = i ~-I = I ~ 1 
exakt erfiillt. Die GauBfunk- ~c ~C+ = CeC- = ~C 

tionen wurden e r s t l n a l s  y o n  Fig. 2. Aufbau des Gaugfunktioneng/~rchens ~c 
BoYs [4] zur Verwendung in 
quantenchemisehen t~echnungen vorgeschlagen. Sie haben den groBen Vorteil, 
dab alle ben6tigten Integrale geschlossen 16sbar sind [4]. In einer frtiheren Ar- 
beit [15] wurden dann als Atomfunktionen vom p-Typ die sogenannten GauB- 
funktionenparehen benutzt 

qsc = 2Vc (~0c+ --  ~oc-). (53) 

Dabei sind ~c+ bzw. ~ce- im Gegensatz zu BoYs [4], der x-, y- nnd z-Potenzen 
verwendet, reine Gaul3funktionen der Form 

3 

~, = e -  as (~ , (54) 

deren geometrische Anordnung in der Fig. 2 dargestellt ist, wobei gleichzeitig die 
auftretenden Bezeichnungen erklgrt sind. Die Gesamtheit der GauBfunktionen (54) 

Vgl. : Ful3note S. 439. 

30* 
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stellt in bezug auf jede im t~aum entwickelbare Funktion einen fibervollstiindigen 
Funktionssatz dar. Unter  der Annahme 

~,  : :  ~,  . . . . . .  ~ (55) 

geht dieser in einen vollsts fiber. Die in Fig. 2 geforderte geometrisehe 
Anordnung reduziert die Gaugfunktionenps (53) dana weiter zu einer un- 
vollst~ndigen Basis. Die 15berlappung Sab zweier Gaugfunktionenp~rchen mit den 
Zentren a und b bereehnet sieh nnter Verwendung der Grundformeln [4] zu 

1 3 

Sab = 2 5r a N b c~ + c,-~ 

~ ab ] a~ c~b 142 -- ~~ ~ ( r~-  rb) ~ - - -  (r~ + r0) ~ . . . . .  
�9 e ~ + ~ - - e  ~ + ~ e a~  + a ~ - ' a ~  ( 5 6 )  

Dabei ergibt sich der Normierungsfaktor in der folgenden Form: 

1 

Man geht nun weiter so vor, dug ffir die versehiedenen c% der Zusammenhang 
(55) gefordert wird und die Gaul3funktionenpgrehen (53) nur noeh dutch die 
Parameter  rc(/c)den entsprechenden Zustgnden angepagt werden. Dann ver- 
einfaeht sieh die Formel (56) zu 

S kk' (cr = const.) ab 

{ 1  1 } _ y  OC Rab - T c ~  [~  ( /~ ) -  r~ (/c')]~ --~c~ [r~(/c) + ~b (k')] 2 ~ 2 
e - - e  

e (58a) 

Unter  dieser Einsehr~nkung erNllt  das {Jberlappungsintegral zwischen Gaug- 
funktionenp/~rehen (53) den Ansagz (52) 

ab (SSb) ,~kk' (C~ = eonst.) = A ~ '  [~x, ra(lc),r.~(k')] e �89 ~xR2 ~ab 

wobei ffir den Brueh in G1. (58a) als Abkiirzung A ~ '  gesetzt wurde. 
I m  g a h m e n  dieser Approximationen ist in der Hartmannsehen N/~herung eine 

vollsti~ndige Berfieksiehtigung aller ~berlappungen mSglich. Mit Gl. (58) nehmen 
die G1. (50) ngmlieh die geibrderte Form an 

g2~ '  = A~e' [~, ca, (k), rb (k')] (~ + | 

gO~' = Hkk ' ~ + 

e 

(59a) 

. (59b) 

Dabei ist |  eine Matrix mit  den Elementen 0 in der HauptdiagonMen und den 
1 2 

Elementen e -  Y ~/~ab an allen anderen Stellen. Mit diesen Beziehungen bereehnet 
sich die S/ikulardeterminante (34) zu 
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, He,  H ~a , 
{ R ~ 

! 

+ ' 
~n (Yi 

1 R v  ~ g 
e 

! 

(1 + ai) 

_ _  A 2 a  ! ! 

(I + ~)  ({ + ~i) 

g 33 

= o. (60) 

Wie man sofort sieht, hat die charakteristisehe Funktion fiir (~i = -- i einen 
Pol. BI~GEL et al. [2] haben gezeigt, dab das Auftreten soleher Pole bei der Mit- 
nahme der ]Jberlappung zwischen ngchsten Nachbarn darauf beruht, dab die 
gleichzeitige Amputation yon g)~kk' und ~kk' nieht mehr auf eine gemeinsame 
Basistransformation zurfiekgeffihrt werden kann. Die hier erhaltenen Ergebnisse 
miissen nun dahingehend gedeutet werden, dab die Matrizen ~J~k~' und 5) ~k' auch 
bei Berficksichtigung aller Uberlappungen unter Verwcndung der Ans~tze (17) 
und der benutzten Approximationen nicht anf eine solche gemeinsame Basis- 
transformation zurfiekgefiihrt werden kSnnen. Da die Zerlegung der Matrizen 
~kk'  und ) ~ '  nach den GI. (17) die Grundlage aller Formulierungen der Hart- 
mannschen N~herung ist, die die charakteristisehe Funktion erhalten, folgt weiter, 
dab die Mitnahme yon Uberlappungen fiir diese Form des Verfahrens nicht in 
allen Energiebereichen eine Verbesserung darstellt. Mit anderen Worten : Erst der 
Verlust einer charakteristisehen Funktion in der Hartmannsehen Erweiterung er- 
laubt die Beriicksiehtigung der Oberlappung in konsistenter Weise [2]. 

7. Der EinfluB der ~berlappungen in der Formulierung der Theorie 
der ~-Elektronensysteme yon tIiickel und Hartmann fiir hiihere Molekiilzust~nde 

am Beispiel des Athylens 
I~vci~ [16] hat ffir das ~thylen zu zeigen versucht, dab durch Mitnahme aller 

,,h6heren" kps-Atomfunktionen im 1Violekfilfunktionenansatz (5) die wasserstoff- 
~hnliche Anordnung der hSheren Molekiilzust~nde erhalten werden kann. Dabei 
wurden samtliehe Uberlappungen vernachliissigt. Rush  [16] hat die (Jberlegungen 
weiterhin auf alle grSBeren 7~-Elektronensysteme ausgedehnt. Dazu muBte ange- 
nommen werden, dab zur Berechnung des Energieintegrals H~' das gesamte 
7~-Elektronensystem aus einzelnen Athylensystemen zusammengesetzt gedacht 
werden kann, was wegen der vorliegenden Wechselwirkungen nicht ohne weiteres 
statthaft  ist. So geben anch die erhaltenen l%esultate kein vollstandiges Bild : Aug 
den Ergebnissen der I-Ifickelschen Theorie und der tIartmannschen Naherung daft  
namlich nicht geschlossen werden, dab die positiven bzw. negativen Eigenwerte al 
eindeutig zu bindenden bzw. nicht bindenden Zust~nden gehSren. Daher kann aber 
schon beim Xthylen keine begrtindete Auswahl der giiltigen Termserie aus den 
beiden berechneten Serien mehr getroffen werden, welches bei allen grSBeren 7~- 
Elektronensystemen sowieso nieht mehr der Fall ist, da die Zahl der Termserien 
gleich der Anzahl der Kohlenstoffatome ist. 
Die Vernachlgssigung der Uberlappungen zwischen hSheren Atomfunk~ionen stellt 
offensichtlich eine schlechte N~herung dar, worauf bereits t~VCH [16] selbst hin- 
weist, ohne weiter darauf einzugehen. Zum Beispiel entnimmt man den bereits 
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zitierten Tabellen [13] fiir das ~thylen mit einem Atomabstand R~, ~__ 2.5 at. E. 
die Uberlappungsintegrale S~, a [1] ~ 0.97 und S~ [1] _~-- 0.99. Selbst fiir das Benzol 
betr~gt das ~berlappungsintegral zwischen den entferntesten Nachbarn, deren 
Abstand R~, ~ 5.0 at. E. betr~gt, noch S~ [1] ~--~ 0.88. Diese Betraehtungen ffihren 
darauf, die Uberlappungsintegrale S kk fiir hShere Atomfunktionen im Fall des 
Athylens und anderer,,kleiner"Te-Elektronensysteme durch den Wert i zu approxi- 
mieren. 

An die l~uchsche Arbeit [16] anknfipfend soll nun versueht werden, dnrch 
Mitberficksichtigung aller ,,hSheren" Atomfunktionen die Lage der hSheren Mole- 
kiilzusts des ~thylens und anderer ,,kleiner" z-Elektronensysteme zu be- 
reehnen. Wie man leicht einsieht, sind die Zust~nde eines sehr welt yore Molekiil 
entfernten Elektrons n~herungsweise Wasserstoffeigenzusti~nde. Daher sollen als 
Atomfunktionen wasserstoffi~hnliche Eigenfunktionen verwendet werden, also 
Funktionen mit Knotenfl~ehen. Man ist damit sicher, die hSheren Molekfilzust~nde 
richtig zu beschreiben. Ferner ist es hier nicht mehr nStig, sich generell auf die 
Verwendung yon /cpz-Atomfunktionen zu beschr~nken. Vielmehr kSnnen alle 
wasserstoff~hnlichen Eigenfunktionen verwendet werden, sofern die mit ihnen 
berechnete grSl~te radiale Elektronendichte @ ,,weir genug" aul~erhalb des Mole- 
kiilgerfistes liegt, wobei ein Abstand yon R ~ 2 - -  3 D geniigen diirfte, welches 
fiir Eigenfunktionen mit einer Hauptquantenzahl/c ~ 3 weitgehend erffillt sein 
sollte. Zur Berechnung der Uberlappungen wird nun die am Beispiel der/cpz-Slater- 
funktionen diskutierte Approximation verwendet. Danach ist die Uberlappung 
zwischen zwei gleiehen Atomfunktionen generell durch den Weft  i anzunghern 

/c ~ 3 , 4 , . . .  m 

Daraus folgt unter Benutzung des wasserstoff~hnliehen Eigenihnktionencharak- 
ters der Atomfunktionen weiter, dal3 die Uberlappung zwischen verschiedenen 
Atomfunktionen klein und daher durch den Weft  0 zu approximieren sein muI~ 

skk ~ ~z ~ 0. (61b) 

k,/c' = 3, . . .  m; k # k '  

Als Konsequenz der diskutierten Verteilung der restlichen 7~-Elektronen gegenfiber 
einem nicht kernnahen ~-Elektron und der Beziehungen (61) wird 

Hkk ,-~ Hkk (62a) 2~--- a 

H~k' ~ 0, (62b) ~tt 
/ c ck ' ;  k,/c' = 3 , . . . m ;  )~ ,#=  1 , 2 , 3 , . . . N  

gesetzt. Die Gl. (62b) hat eine vollsti~ndige Vernachli~ssigung der Konfigurations- 
wechselwirkung zwischen Molekfilzusts mit verschiedenen Quantenzahlen zur 
Folge, was fiir hShere Molekfilzust~nde sicher nicht der physikalischen Grundlage 
entbehrt. Mit den Approximationen (6i) und (62) nimmt die S~kulardetermi- 
nante (34) die einfache Form an: 

Hy-- J 
H y - -  J = 0. (63) 
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Die LSsungen dieser Degerminanten  l au ten  

(64) 

(USW.). 

Auf  Grund  der  Defini t ion des In tegra ls  H~ k und  wegen der  berei ts  d i sku t ie r ten  
F o r m  des effektiven Poten t ia l s  U f/i t  welt  en t fern te  E lek t ronen  folgt ftir hShere 
Molektilzust/~nde die I n d e n t i t g t  des Termsehemas  mi t  dem des Wasserstoffs.  Die 
Messungen zeigen nun, dal] diese Aussage bis zum 2. angeregten  ~ o l e k i i l z u s t a n d  
h inun te r  gilt.  Wie  aueh wegen der  angewand ten  Ngherungen  nie zu e rwar ten  war,  
is t  dieses Verfahren nat i i r l ieh  nieht  in der  Lage,  den Grundzus t and  r ieht ig  mi t  zu 
erfassen. 

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir die F6rderung der Untersuchungen 
durch eine Sachbeihflfe. 
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